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D) Goniometrické funkce a rovnice
§1. Velikost ahlu v obloukové mire

Necht’ AVB je tihel. Pak mu pfifazujeme redlné Cislo a L R, které nazyvame velikosti
uhlu AVB takto:

e Necht k(V,9); X 0 k n VA

/ Pt YO k n VB, oznaéme s velikost oblouku XY
( F——+—= (pfesngjis= | XZY|, kde Z U XY)

\_\ /-

AN Sk Definujeme pak velikost thlu a = 2

“ “ .’//, < 7

Uvedena definice je korektni, nebot pro 2 kruznice k;, k; s poloméry r;, r» a oblouky
S = |X1Y1 | as;= |X2Y2 | plati s;/r; = s2/r3,
Proto zpravidla pii ur€ovani velikosti thlu volime tzv. jednotkovou kruznici (r = 1).

a) Je-li s = r => thel ma velikost 1 radian, znacka 1 rad.

b) Je-1i dana velikost thlu v radidnech (resp. ve stupnich), mluvime o obloukové (resp.
stupniové) mife dhlu.

c) Protoze jednotkova kruZnice ma délku 2x radidnti, odpovida 2x rad (v obloukové
mife) dhel o velikosti 360° (ve stupniové mite).

d) Pro velikost dhlu v obloukové mife se obvykle pouZiva pouze ¢iselna hodnota
velikosti thlu (tedy misto 2x rad se pouziva 2m).

Necht’ AVB je tdhel, a jeho velikost v radidnech, [ ve stupnich. Pak plati:

7l 180°
a = . =q .
g 180° g
[Dk.: ... ]
Ptevody velikosti nékterych thli v mife obloukové a stupniové:
L[°] 0 30 45 60 90 180 270 360
a [rad] 0 /6 /4 /3 /2 b 3n/2 21

§2. Orientovany thel

Orientovanym thlem AVB nazyvame uhel s uspotfadanou dvojici polopiimek \74, VB

se spolecnym pocatkem V. Polopifimku VA, resp. VB nazyvame pocatec¢nim, resp.
koncovym ramenem orientovaného ihlu AVB, bod V jeho vrchol.

a) Orientovany uhel AVB mtiZe vzniknou oticenim polopiimky VA do polohy

polopfimky VB kolem bodu V. Toto otoeni 1ze provést 2 sméry.
Za kladny (resp. zaporny) smysl otdeni budeme povazovat otdceni proti (resp. po)
sméru hodinovych rucicek.

b) Zakladni velikosti & orientovaného uhlu AVB budeme rozumét velikost takového

uhlu, ktery vznikne oto¢enim VA do polohy VB v kladném smyslu a pfitom 0° <
<360°.

c) Jestlize VA a VB splynou, hovoifime o tzv. nulovém thlu. Jeho zdkladni velikost
je 0°.
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Kazdému orientovanému thlu lze pfiradit nekonecné mnoho redlnych ¢isel (jeho
velikosti), pficemz plati, Ze kazdé dv¢ velikosti se od sebe lisi o 2kx, k L] Z.

Necht AVB je orientovany uhel o zakladni velikosti @ . Pak velikosti orientovaného
uhlu AVB rozumime kazdé z Cisel a + 2kx, k 1 Z.

Necht VA je lib. poloptfimka, x [J R lib. ¢islo. Pak existuje pravé 1 orientovany thel
AVB, jehoz velikost v obloukové mife je x.

Predchozi véta zaruCuje existenci zobrazeni ¢ :R — M, kde M je mnoZina vSech

orientovanych Ghli s pevnym poc¢atecnim ramenem. Toto zobrazeni je surjektivni, ale
neni injektivni (neni prosté).

§3. Funkce sinus a kosinus

Necht je dana jednotkova kruznice k se stfedem v pocatku souradné soustavy 0.
Ztotoznime kladnou poloosu osy x s po€ateénim ramenem orientovaného uhlu. Ke

kazdému x U R pak existuje pravé 1 polopiimka OB tak, Zze |[JAOB| = x, (A=[1;0]).

Ozna¢me K U OB n k. s .
Hodnotou funkce sinus (resp. kosinus) v bod€ x nazyvime P Y
y-ovou (resp. x-ovou) soufadnici bodu K. [ "

Funkcf sinus (resp. kosinus) nazyvame mnoZinu vSech
usporadanych dvojic [x, yk] (resp. [x, xx]) pro U x LI R. /k
Zapisujeme y = sin x (resp. y = cos Xx). S| o™

Piimo z definice plyne: Necht' f: y =sin x
g :y=cos x. Pak: D(f) = D(g) = R
H(f)=H(g) = (-1;1)

Necht' f: y=sinx, g:y=cos x; k U Z. Pak plati:
1) fje licha g je suda
2) rostouci...x O {(-a/2 + 2kn; n/2 + 2kr ) rostouci x U {(x + 2km; 2 + 2kn )

klesajici... x U (#/2 + 2kr; 3n/2 + 2kr ) klesajici x U (O + 2kz; @ + 2kn )

3) fje omezena g je omezena
4) fma maximum v bodech 7/2 + 2kn g ma maximum v bodech 2z
Jma minimum v bodech 37/2 + 2kn g ma minimum v bodech 7 + 2krx
5) f, g jsou periodické s nejmensi periodou 27 Cein coc]
.. . W e WX
a) Vzhledem k periodi¢nosti staci vySetfovat funkce L+~ m 1 Rl
/ 4

y =sin x, y = cos x na intervalu (0, 27).
b) Znaménka funkci f: y=sinx, g: y=cosxv LTI IV
jednotlivych kvadrantech: ]

Hodnoty goniometrické funkce f: y = sin x, g : y = cos x v n¢kterych dilezZitych
bodech:

X 0 /6 /4 /3 /2 T 371/2 21
sin x 0 12 | 22| A3 1 0 -1 0
cos x 1 32| 2|12 0 1 0




Pozn.: Grafy funkci f: y=sinx, g : y = cos x:

Pro [0 x L R: sin x = cos (x - 7/2) = - cos (x + 7/2)
cos x =sin (x + n/2) = - sin (x - 7/2)

Pro O x [ R: sin® x + cos” x = 1.

Pozn.: Vyjadfeni Cisla 1 z pfedchozi véty se nazyva ,,trigonometricka jednicka®.

§4. Funkce tangens a kotangens

Def.: Funkci tangens (resp. kotangens) nazyvame funkci danou rovnici f: y = Sy (resp.
cos x
g:y= C?sx ). Zapisujeme f: y = tg x (resp. g : y = cotg x).
sinx
Pozn.: D(f) =R - {(2k + I) n/2, k U Z} D(g) =R - {kr, k 1 Z}
D)=l (-n22 + kn, n/2 + kr) D(g) = [J (km, (k + D)
kOz kO0z

s ws

Pozn.: Geometrické vyjadieni ¢isel tg x a cotg x:

[Dk.: ... ]

Necht' f: y =tgx; g : y = cotg x jsou funkcemi, k U Z. Pak maji nésledujici vlastnosti:

1) H({) =R H(g)=R

2) fje licha g je licha

3) fje rostouci v kazdém intervalu klesajici v kazdém intervalu

(-n/2 + km, /2 + k) (kz, (k + Dm)

4) nejsou omezené ani shora, ani zdola

5) nemaji extrémy

6) jsou periodické s nejmensi periodou

[tg,cotql
[T e "‘:\\[4— +7

Pozn.: Znaménka funkci v jednotlivych kvadrantech: /2N | I

ob¢ funkce kladné v kvadrantu [ a III a zaporné v IT a IV ‘ oIV :)

k5 A
L] Sl =~



Pozn.: Hodnoty goniometrickych funkci v nékterych bodech:

X 0 /6 /4 /3 /2 i 37m/2 2n
tg x 0 V373 1 NE) - 0 - 0
cotg x - J3 1 V373 0 - 0 -

Pozn.: Grafy funkci f: y=tgx; g: y=cotg x:

OxOR-[] {kn/2}:tgx=

k0z

- cotg (x - /2)

cotg x = -tg (x - n/2)

OxUR-[] {kn/2}:tgx.cotgx=1

kOzZ

§5. Zavedeni goniometrickych funkci v pravoiihlém trojihelniku

Pozn.: Funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens nazyvame goniometrickymi funkcemi.

Pozn.: V pravoihlém trojihelniku ABC s pieponou AB plati pro thel a [ (0, 7/2)
sin @ = ||A ||(protllehla/ piepona)
o = A% (itenis / prepona) TR
cos @ = —— (prilehla / pfepona
ag] T AN
/[; C I‘\‘
g a |BC|( tilehl4 / piilehl4) /
= —— (protilehla / ptilehla /
g | A C| p P
cotg a = u (prilehla / protilehl4)

Kromé vyse uvedenych gon. funkci se ziidka pouziva gon. funkce sekans (sec) a

Pozn.:

kosekans (cosec) definovana takto:

AB
sec x = l/cos x sec x = |— (ptepona / ptilehld)
|AC
. AB| o
cosec x = 1/sin x cosec x = -—— (pfepona / protilehla)

BC|



§6. Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi

Pozn.: S nékterymi jsme se jiz seznamili ve V.3.2., V.3.3., V.4.2. a V.4.3.

Pozn.:

Pozn.:

U x U R plati: sin x = cos (/2 — x)
cos x = sin (/2 — x)
Ox0OR-[J {kn/2}: tg x = cotg (n/2 — x)
kOZ

cotg x = tg (n/2 — x)

U x O (0, #/2) plati: sin x = sin (7 —x) = - sin (7 + x) = - sin 27 — x)
cosx=-cos (mr—x)=-cos (r +x)=cos (27 —x)
tgx=-tg(mr—x)
cotg x = - cotg (7w — x)

Oznacime-li flibovolnou z goniometrickych funkci, pak tvrzeni z predchozi véty 1ze
zapsat ve tvaru:
Ox0 @, a2):fx)=|f(r-x)| = |f(m+x)| = |fQm-x)|

Vyjadfeni gon. funkci pomoci jiné gon. funkce stejného argumentu pro x LI (0; 7/2):

sin x Ccos X tg x cotg x

1

18(x) —
1 - 2 —_— 2
Sin x V1—cos” x /1 : 5 j1+cotgx

| cot g(x)

CoS x 1-sin’ x - m 1/1+cotgz)c

s x vJ1=cos® x 1

1-sin” x COS X cot g(x)

COS X 1

sin x vJ1=cos? x 1g(x) )

Abychom mohli tabulku ve V.6.3. pouzivat pro [x [J R je nutno opatfit jednotlivé
vztahy znaménky piislusnych funkci v jednotlivych kvadrantech !!!

§7. Souctové vzorce

Vzorce pro goniometrické funkce souctu a rozdilu argumentti (n¢kdy jen souctové
vzorce):
Ox,ylR: sin(x+y)=sinx.cosy+cosx.siny

sin (x —y) =sinx.cosy—cos x.siny

cos (x +y)=cosx.cosy—sinx.siny

cos (x—y)=cosx.cosy+sinx.siny




OxyOR-{J {Qk+ Da2}, O (x+y) OR-[J {2k + D2},

kOz kOzZ

O x—-y) OR-[J {(2k + Dn/2} plati:

kOZ
18(x) +18(y) g (x—y) = 18(x) —18(y)

tg (x+y)=
g (x+y) 1-1g(x)tg(y) 1+1g(x)tg(y)

[Dk.: ... ]

Ox,yUR-[J {kr}, O x+y) UR-[J {kr}, O (x—y) UR- [J {kr} plati:

k0OZ kOZ kOZ
cotg (x+y) = cotg(x)cotg(y)—1
cot g(x) +cot g(y)
+
cotg (x— y) = cotg(x)cotg(y)+1

cot g(y) —cot g(x)

Vzorce pro goniometrické funkce dvojnasobného argumentu.
Ux U R :sin 2x = 2sin x . cos x
cos 2x = cos’x — sin’x

[Dk.: ... ]
Vzorce pro goniometrické funkce polovi¢niho argumentu.
UxUR: s1n— I-cosx
cos 1 I+cosx
[Dk.: .

Vzorce pro soucet a rozdil goniometrickych funkci:

+ -
Ux,yUR: sinx+siny=2sinx2ycosx Y

2
. . Xty . x-—
sin x —sin y =2cos Ysin =2
x+ X -
cosx+cosy =2cos Y cos T2
2 2
.xty . ox-—
COSX —Ccos y =—2sin Y sin 2y

§8. Goniometrické rovnice a nerovnice

Pozn.: Goniometrickou rovnici (resp. nerovnici) nazyvame takovou rovnici (resp. nerovnici),

Pr.

v niZ se neznama vyskytuje v argumentu goniometrické funkce.
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§9. Cyklometrické funkce

Cyklometrickymi funkcemi nazyvame funkce inverzni k funkcim goniometrickym.
ProtoZe goniometrické funkce nejsou prosté, je nutno omezit jejich definicni obor na
interval, v ném je dand goniometricka funkce monotdnni, a tedy prosta.

Necht f: y =sin x, D(f) = <——;—> =>

=>H(f) = <— 1;1> , fje rostouci:

Funkce arkussinus, oznadend f~': y = arcsin x, se nazyva funkce inverzni k funkci

T 77
cy=sinx, kde D(f) =( ——;—).
fry 0); < 5 2>

Funkce f~':y=arcsin x m4 tyto vlastnosti:

DDy = (-11), HO £y =( =7,
)D(f™) = {-1L1), (f)<2,2>
2) £ jerostouci (v celém D( 7).
Necht g : y = cos x, D(g) :<O; 7T> =>
=>H(g) = <— 1;1>, g je klesajici:

Funkce arkuskosinus, ozna¢end g ~': y = arccos x, se nazyva funkce inverzni k funkci
g :y=cosx, kde D(g) =<0; 77> .

Funkce g ™': y = arccos x mé tyto vlastnosti:
1)D(g™) = (-L1),H(g ™) =(0:7).
2) g7 je klesajici.

Necht h:y=tgx, D(h) :(—

(SRIN

7T 6
— | =>
) |

=> H(h) = R, h je rostouci: ‘




¥ Z -1 sz . . .
Def. : Funkce arkustangens, ozna¢ena 4 :y = arctg x, se nazyva funkce inverzni k funkci

T
h:y=tgx,kde D(h)=| ——;— |.
y=tg (h) ( 5 2)

Funkce A~': y = arctg x m4 tyto vlastnosti:

- . m T
DDA =R H(A)=| -=;=|.
)D(h ) (h) ( 5 2]
2) h™' je rostouct .
Pozn.: Necht' k:y = cotg x, D(k) = (O; 7'[) => - [ |
=> H(k) = R, k je klesajici: |

.
Def.: Funkce arkuskotangens, oznadend k' : y = arccotg x, se nazyva funkce inverzni k
funkci k : y = cotg x, kde D(k) = (O; IT).

Funkce k~': y = arccotg x ma tyto vlastnosti:

HD(k™) =R, H(k™) = (0;71).

2) k™ je klesajici .

Plati: 1) yu =arcsin v<=>v=sginu, v U <—1;1>, u <—g,g>
2) u=arccos v<=>V=cos i, vV D<—1;1>, u D<0;7T> .

2 2
4) u=arccotgv<=>v=cotgu,v R, ull(0;7).

u=arctgv<=>v=tgu,v Ll R,MD(—I_T;I_T)
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§10. Trigonometrické vztahy v trojihelniku
Zavedeni goniometrickych funkci v trojihelniku jsme si uvedli v §5.

Sinové véta: V kazdém trojuhelniku ABC plati:

a __ b __ ¢ =2R, kde R je polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC.

sina sin 8 - sin
[Dk.: ... ]

a) Sinova véta se pouziva ve tvarusina :sinf3 :siny =a:b:c.
b) Sinova véta se uziva pro vypocet ostatnich prvki trojihelniku podle usu a sus (Ssu).

c) Ze vztahu sina = % dostaneme zbylé dva pomoci cyklické zameény.

Kosinové véta: V kazdém trojihelniku ABC plati:
a®> =b’ +c¢*> —2bccosa
b* =a* +c* —2accos B
c*=a’>+b* -2abcosy

[Dk.: ... ]

a) Kosinova véta se pouziva k vypoctu ostatnich prvka v trojihelniku ABC podle sss a
sus (Ssu).
b) Specidlnim ptipadem je Pythagorova véta pro y = 90° (cos y = 0).

V kazdém trojuhelniku ABC plati:
S = %ab sin y = %ac sin 8 = %bc sin@ , kde S je obsah trojihelniku ABC.
[Dk.: ... ]

V kazdém trojuhelniku ABC plati:

c;_l;c = §, kde R je polomér kruZnice opsané trojihelniku ABC.

[Dk.: ... ]

o_a+tb+c _

Necht o je obvod trojihelniku ABC. Pak ozna¢me 5 = 5 s

V kazdém trojuihelniku ABC plati:
S =p.s, kde p je polomér kruZnice vepsané trojuhelniku ABC.
[Dk.: ... ]

V kazdém trojihelniku ABC plati:

qnd = [6=D6s=a G B [smas-a Gy [-a)s=b)
2 bc 2 ac 2 ab
cos— = cos— = ,/S(S_b) cosZ

2 bc 2 ac 2

Herontiv vzorec: V kazdém trojihelniku ABC plati:

S =/s(s—a) s —b)(s —c)
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